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Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê çàäà÷å ìíîãîìåðíîé êëàññèôèêàöèè (êëàñòåð-
íîãî àíàëèçà) ïîçâîëÿåò ïðè äîâîëüíî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îáúÿñ-
íèòü ìåõàíèçì ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ. Ïðèâîäÿòñÿ ìîäåëü-
íûå ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå âîçìîæíîñòè ýòîãî ïîäõîäà. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è, ñâÿçàí-
íûé ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñðåäíåäóøåâîãî äîõîäà íàñåëåíèÿ Ðîññèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäû ìíîãîìåðíîé êëàññèôèêàöèè, êëàñòåðíûé àíà-
ëèç, òèïîëîãè÷åñêèé àíàëèç, ìîäåëèðîâàíèå ñòðóêòó-
ðû ìíîãîìåðíûõ äàííûõ, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà.

Ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è (òèïîëîãè÷åñêîãî àíà-
ëèçà) â ñîöèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ èìååò äàâíî ñëîæèâøèåñÿ
òðàäèöèè â ïîñòàíîâêàõ è ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ. Ðåçóëüòàòû, äîñ-
òèãíóòûå â ýòîì íàïðàâëåíèè, áûëè îáîáùåíû è ñèñòåìàòèçèðî-
âàíû â ðÿäå ìîíîãðàôèé è ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìàòèêå
(ñì., íàïðèìåð, [1; 2; 3; 4; 5]).

Ê êîíöó 80-õ ãã. ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî äåñêðèïòèâíûé (îïèñà-
òåëüíûé) ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êëàññèôèêàöèîííûõ ìîäåëåé ñåáÿ
â îñíîâíîì óæå èñ÷åðïàë. Îá ýòîì ìîæíî ñóäèòü õîòÿ áû ïîòîìó,
÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ñîâðåìåííûå ïðîôåññèîíàëüíûå ñèñòåìû
ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè äàííûõ, íàïðèìåð, òàêèå êàê
STATICTICA, STATGRAPHICS, SPSS, âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðèìåðíî
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îäèí è òîò æå íàáîð àëãîðèòìîâ êëàñòåðíîãî àíàëèçà, ñîçäàííûõ
â ïðåäûäóùèå äåñÿòèëåòèÿ.

Àíàëèçèðóÿ îïûò ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàöèé â ñîöèîëîãè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ [1; 4] è ðàçâèâàÿ èäåþ èññëåäîâàíèÿ ñòðóê-
òóðû ìíîãîìåðíûõ äàííûõ, ìîæíî ïðèéòè ê ïîíèìàíèþ òîãî, ÷òî
ñëåäóþùèé øàã â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ äîë-
æåí çàêëþ÷àòüñÿ â èçó÷åíèè ìåõàíèçìîâ ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòó-
ðû ìíîãîìåðíûõ äàííûõ.

Ïðåäëàãàåìûé íàìè ïîäõîä ñëåäóåò èìåííî ýòîìó íàïðàâëå-
íèþ. Â åãî îñíîâó ïîëîæåíû äâà ñëåäóþùèõ íàèáîëåå ñóùåñòâåí-
íûõ ïðèíöèïà. Ïåðâûé èç íèõ êàñàåòñÿ îòêàçà îò èçîòðîïíîñòè
ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ íå-
êîòîðîãî ïîòåíöèàëà, èçìåíÿþùåãî òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà. Â
ðàññìàòðèâàåìûõ ðàíåå êëàññèôèêàöèîííûõ ìîäåëÿõ ïðàêòè÷åñêè
íèêîãäà íå ââîäèëîñü êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ ïðè-
çíàêîâ, õîòÿ êàæäîìó ñïåöèàëèñòó, çàíèìàþùåìóñÿ îáðàáîòêîé
ñîöèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ âñå-
ãäà èìåþò ïðàêòè÷åñêèå ãðàíèöû.

Âòîðîé àñïåêò äàííîãî ïîäõîäà ñâÿçàí ñ ïðåäïîëîæåíèåì î
õàðàêòåðå äâèæåíèÿ îáúåêòîâ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå íå âûçûâàåò íàðóøåíèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ è, êàê ïîêàçàíî,
ìîæåò áûòü îïèñàíî ñîîòâåòñòâóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ, çàïèñàííûå â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå, ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû è ñâÿçè èç êèíåìàòè÷åñêèõ
ïåðåâåäåíû â ñòàòèñòè÷åñêèå. Ýòè ñâÿçè êàê ðàç è áóäóò ñîîòâåòñò-
âîâàòü ñòðóêòóðå ìíîãîìåðíûõ äàííûõ.

Ëîãè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêè
êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû íà
ïîíÿòèéíîì óðîâíå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ðàçäå-
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ëåíèÿ ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ íà íåêîòîðûå êëàññû (ãðóïïû, êëàñ-
òåðû), ÿâëÿþùèåñÿ îäíîðîäíûìè â íåêîòîðîì ñìûñëå. Òàêàÿ ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è, ñâîäÿùàÿñÿ ê âûäåëåíèþ êëàññîâ îäíîðîäíûõ
îáúåêòîâ, âñòðå÷àåòñÿ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ïðàêòè÷åñêè â ëþ-
áîé îòðàñëè ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ñëîæíîñòü, õàðàêòåðèçó-
þùàÿ ñòåïåíü íåîïîçíàííîñòè îáúåêòà, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷àñòî
î÷åíü òðóäíî ïîñòðîèòü êëàññèôèêàöèþ âñåé ñîâîêóïíîñòè îáúåê-
òîâ, èñïîëüçóÿ òîëüêî èíôîðìàöèþ îäíîãî êàêîãî-ëèáî ïðèçíàêà.

Â óñëîâèÿõ òèïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èññëåäîâàòåëü îáû÷íî
ðàñïîëàãàåò íåêîòîðûì íàáîðîì ïðèçíàêîâ, êîòîðûå, êàê îí ñ÷è-
òàåò, ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü ñóùíîñòíûå ñâîéñòâà îáúåêòîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå èçó÷åíèå ðåàëüíûõ îáúåêòîâ çàìåíÿåòñÿ èçó÷åíèåì îáðà-
çîâ îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íàáîðîì ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðèçó-
þùèõ ðåàëüíûé îáúåêò. Ïðè ýòîì èìïëèöèòíî èìååò ìåñòî ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî îáúåêòû, ñõîæèå ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷àåìîãî ïðî-
öåññà, áóäóò îáëàäàòü íàáîðîì ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ ïî çíà÷å-
íèþ ïðèçíàêîâ. È íàïðîòèâ, ðàçëè÷èå â çíà÷åíèÿõ ïðèçíàêîâ ìîæåò
áûòü ïðîÿâëåíèåì òîãî, ÷òî îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ êà÷åñòâåííî ðàçíî-
ðîäíûìè, ò.å. ïðèíàäëåæàò ê ðàçíûì êëàññàì. Òàêèì îáðàçîì, êà-
÷åñòâåííàÿ îäíîðîäíîñòü îáúåêòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæ-
íîñòü èõ ê îäíîìó è òîìó æå êëàññó ñòàâèòñÿ â çàâèñèìîñòü îò
çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ ïðèçíàêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïðî-
áëåìà ÷èñëåííîé îöåíêè ñòåïåíè ñõîäñòâà îáúåêòîâ, ò.å. çàäà÷à
ïåðåõîäà îò êà÷åñòâåííîãî óðîâíÿ èçìåðåíèÿ ñõîäñòâà ê èçìåðå-
íèþ ñòåïåíè ñõîäñòâà â øêàëàõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Íàèáîëåå ïðîñòî ýòà ïðîáëåìà íàõîäèò ñâîå ðàçðåøåíèå â
ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Ñîâîêóïíîñòü ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàññìàò-
ðèâàåìûå îáúåêòû, îáðàçóåò ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòî-
ðîì êàæäûé îáúåêò ïðåäñòàâëåí â âèäå òî÷êè. Òîãäà íàëè÷èå îá-
ëàñòåé ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ áîëåå âûñîêîé êîíöåíòðàöèåé
òî÷åê ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè íåêîòîðûõ êëàññîâ
îáúåêòîâ. Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæåò áûòü
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ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ìíîãîìåð-
íûõ äàííûõ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå [1].

Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà êëàññèôèêàöèè, èìåþùàÿ öåëü ïî-
ëó÷èòü ñîäåðæàòåëüíî èíòåðïðåòèðóåìîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
îáúåêòîâ, ò.å. òèïîëîãèþ, ïî÷òè íèêîãäà íå ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðîèç-
âîëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ. Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåìàÿ
ñîâîêóïíîñòü îáëàäàåò ñèñòåìíûìè ñâîéñòâàìè è èññëåäóåòñÿ êàê
íåêîòîðàÿ ñèñòåìà. Â ýòîì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå îáúåêòîâ ñ âíåø-
íåé ñðåäîé è ìåæäó ñîáîé îáúÿñíÿåò âîçíèêíîâåíèå ñèñòåìíûõ
ñâîéñòâ è íàëè÷èå ñòðóêòóðû ñèñòåìû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýëåìåíòû
ñèñòåìû � îáðàçû ðåàëüíûõ îáúåêòîâ � ïðåäñòàâëåíû â âèäå òî-
÷åê ïðîñòðàíñòâà è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåê-
òû, íå îáëàäàþùèå ñîáñòâåííîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé, áóäåò
åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ
íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðûé ïîòåíöèàë U = U(x), õàðàêòåðèçó-
þùèé íåîäíîðîäíîñòü ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñðåäñòâîì
ýòîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìà îêàçûâàåò íåêîòîðîå âîçäåéñòâèå íà îáúåê-
òû, ò.å. ðåàãèðóåò íà ïðîèñõîäÿùèå èçìåíåíèÿ. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå îï-
ðåäåëåí íåêîòîðûé ïîòåíöèàë U = U(x), ÿâëÿþùèéñÿ ôóíêöèåé
êîîðäèíàò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà.

Êàê èçâåñòíî, â òðàäèöèîííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è êëàñòåðíîãî
àíàëèçà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèçíàêè îáúåêòîâ, êîòîðûå íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè. (Ìû íå èìååì â âèäó ñëó÷àè, êîãäà ïðîèçâîäèòñÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ òðàåêòîðèé îáúåêòîâ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå.)
Îäíàêî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîëîæåíèå òî÷åê â ïðîñòðàí-
ñòâå äîïóñêàåò íåêîòîðûå ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ, íå ïðîòèâîðå-
÷èò ñóòè êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ ëîêàëüíûõ èçìåíåíèé ìîæåò áûòü äîïóùåíà õîòÿ áû â ñèëó
íàëè÷èÿ îøèáîê èçìåðåíèÿ ïðèçíàêîâ. Êðîìå ýòîãî, ëîêàëüíûå
èçìåíåíèÿ, î÷åâèäíî, ìîãóò áûòü âûçâàíû ýâîëþöèåé ñàìîãî
îáúåêòà. Íî â ëþáîì ñëó÷àå ýòè èçìåíåíèÿ íå äîëæíû çàòðàãè-
âàòü ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðû ìíîãîìåðíûõ äàííûõ.
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Äîïóñòèâ ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ èçìåíåíèé, ìû íåÿâíûì
îáðàçîì ââîäèì íåêîòîðûå äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáúåê-
òîâ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Î÷åâèäíî, è ýòî ñëåäóåò èç ïðàêòèêè, ÷òî ýòè ëîêàëüíûå èç-
ìåíåíèÿ íå äîëæíû áûòü ñòîëü áîëüøèìè, ÷òîáû áûòü â ñîñòîÿíèè
íàðóøèòü ôèêñèðóåìóþ (îöåíèâàåìóþ) ñòðóêòóðó äàííûõ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, èõ âåëè÷èíà äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà íåêîòîðûìè âíåø-
íèìè ïî îòíîøåíèþ ê íèì ñèëàìè, óäåðæèâàþùèìè çíà÷åíèÿ
ïðèçíàêîâ îò ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ èçìåíåíèé. Îòêàç îò ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ îçíà÷àë áû, ÷òî ìû íå ìîæåì íàáëþäàòü íèêàêèõ
ôèêñèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé êëàññîâ îáúåêòîâ, à âûíóæäåíû ëèøü
êîíñòàòèðîâàòü ïðîèçâîëüíûå, õàîòè÷åñêèå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé
ïðèçíàêîâ. Ââåäåííûé ðàíåå â ðàññìîòðåíèå ïîòåíöèàë U(x) ïîç-
âîëÿåò èçáåæàòü òàêîé ñèòóàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ïîòåíöèàëà â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîé ïðè÷èíû ôîðìèðî-
âàíèÿ ñèñòåìû îáúåêòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî èìåííî ýòîò ïîòåíöèàë è
áóäåò îòâå÷àòü çà ôîðìèðîâàíèå ñòðóêòóðû äàííûõ â ïðèçíàêî-
âîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèðîäà ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü, íà íàø
âçãëÿä, ñàìîé ðàçëè÷íîé. Â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà,
íàïðèìåð, ìîæåò âûñòóïàòü îïèñàíèå âîçäåéñòâèÿ âíåøíåé ïî
îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå îáúåêòîâ ñðåäû. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà
ñèñòåìû áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðåàêöèþ ôóíêöèîíèðóþùåé
ñèñòåìû íà âîçäåéñòâèÿ âíåøíåé ñðåäû. Î÷åâèäíî, ÷òî èçìåíå-
íèÿ ïîòåíöèàëà áóäóò ïðèâîäèòü ê ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíè-
ÿì â ñòðóêòóðå ñèñòåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîÿâëåíèÿ ñâîéñòâ ïîòåíöèàëà ñðàâíèì
êëàññîâóþ ñòðóêòóðó ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà â Ðîññèè è, íàïðèìåð,
ÑÑÑÐ ïåðèîäà äî 1985 ã. Ñî âñåé î÷åâèäíîñòüþ ìîæíî îòìåòèòü
ñóùåñòâîâàíèå çíà÷èòåëüíûõ ðàçëè÷èé. Î ïðè÷èíàõ, ïðèâåäøèõ ê
èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû êëàññîâ, ìîæíî ñêàçàòü ïî÷òè îäíîçíà÷íî: ýòî
èçìåíåíèå ïîëèòè÷åñêîé îðèåíòàöèè ñòðàíû, ïîâëåêøåå çà ñîáîé
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ðàäèêàëüíûå èçìåíåíèÿ â ýêîíîìèêå è ñâÿçàííûìè ñ íåé ñîöèàëüíû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ñîöèàëüíî-ýêîíî-
ìè÷åñêèõ óñëîâèé â ñòðàíå ïðèâåëî ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ
êëàññîâîé ñòðóêòóðû îáùåñòâà. Ñíÿòèå îãðàíè÷åíèé íà âèäû äåÿ-
òåëüíîñòè ñïîñîáñòâîâàëî êàê ïîÿâëåíèþ íîâûõ êëàññîâ, òàê è èç-
ìåíåíèþ ñîñòàâà ðàíåå ñóùåñòâîâàâøèõ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âèäû
äåÿòåëüíîñòè è ñïîñîáû æèçíåîáåñïå÷åíèÿ çà ýòîò ïåðèîä çíà÷èòåëü-
íî íå èçìåíèëèñü, òî ôóíêöèþ ïîòåíöèàëà ñëåäóåò îïðåäåëèòü êàê
íåêîòîðóþ èíòåãðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó, îòðàæàþùóþ ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåñòâà.

Âòîðûì âàæíûì àñïåêòîì, îòâå÷àþùèì çà ôîðìèðîâàíèå
ñòðóêòóðû äàííûõ, áóäåò çàêîí äâèæåíèÿ îáúåêòîâ â ïðèçíàêî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ñ çàäàííûì ïîòåíöèàëîì. Ïîñêîëüêó ýòîò çà-
êîí îòðàæàåò äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ, òî æåëà-
òåëüíî ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèå òàêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äîë-
æíî ïðèâîäèòü ê îïèñàíèþ íàáëþäàåìîé êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû
ìíîãîìåðíûõ äàííûõ.

Êëàññèôèêàöèÿ êàê çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñèñòåìà îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëåí-
íûõ â âèäå òî÷åê n-ìåðíîãî ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå
ýòîãî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðå-
äåëåí íåêîòîðûé ïîòåíöèàë U = U(x), ãäå ÷åðåç x îáîçíà÷åíû êî-
îðäèíàòû òî÷êè n-ìåðíîãî ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàñïðå-
äåëåíèå òî÷åê â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ
íåêîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíî-çíà÷íîé ôóíêöèåé ),( txø .
Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ),(2 txø  áóäåò ÷èñëåííî ðàâíÿòüñÿ ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïóñòü x
0
 � òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîìó

îáúåêòó ñèñòåìû. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îáúåêòà
îò ïîëîæåíèÿ x

0
 â ñèñòåìå âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ ñèëà, ïðåïÿòñòâóþ-
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ùàÿ ýòîìó îòêëîíåíèþ. Òîãäà, åñëè â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå
âûäåëèòü íåêîòîðûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì â âèäå êóáà ñ ðåáðîì
∆õ

i
 è öåíòðîì â òî÷êå x

0
, òî, êàê èçâåñòíî, ðàçíîñòü ìåæäó ñðåäíèì

çíà÷åíèåì ôóíêöèè Ø, âû÷èñëåííàÿ ïî ðàññìàòðèâàåìîìó îáúåìó
êóáà, è çíà÷åíèåì )(ØØ 00 x=  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

∑ ∇≡
∂
∂=−

n

i i

C
x

Ñ Ø
Ø

ØØ 2

2

2

0 ,

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàçìåðíîñòüþ
ïðîñòðàíñòâà n è âåëè÷èíîé ∆õ

i
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà ýòîãî îòêëîíåíèÿ êîìïåíñèðóåòñÿ
äåéñòâèåì íåêîòîðîé âíóòðåííåé ñèëû, óäåðæèâàþùåé ñèñòåìó
â ñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè, ò.å. ðåàêöèåé ñèñòåìû íà èçìåíåíèÿ çíà-
÷åíèé ïðèçíàêîâ îáúåêòà. Ïóñòü ýòà âåëè÷èíà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå øUE )( − , ãäå U = U(x) � ðàíåå ââåäåííûé ïîòåí-
öèàë, îòâå÷àþùèé çà ñîõðàíåíèå ñèñòåìû, E � âåëè÷èíà, èãðàþ-
ùàÿ ðîëü ýíåðãèè äâèæóùåéñÿ òî÷êè. Ââåäåííîå â ðàññìîòðåíèå
ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ äâèæóùåéñÿ òî÷êè óìåíüøàåòñÿ
äåéñòâèåì ñäåðæèâàþùåãî ïîòåíöèàëà U(x).

Èòàê, èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ

0Ø)(Ø2 =−+∇ UEC
è âûðàæàåò óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå âåëè÷èíû
ôóíêöèè ψ , êîòîðîå âûçâàíî ñìåùåíèåì îáúåêòà, íàõîäÿùåãîñÿ â òî÷êå
x

0
, çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îäíàêî ïðè ýòîì ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè èçìåíåíèè
ïîëîæåíèÿ îáúåêòà â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ìåíÿòüñÿ íå
òîëüêî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ, íî è íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâîðîò âåêòîðà, õàðàêòåðèçóþùåãî íàïðàâëåíèå
ñìåùåíèÿ, ìîæåò áûòü ó÷òåí ââåäåíèåì ñîìíîæèòåëÿ e-i(E-U)t, êîòîðûé,
î÷åâèäíî, íå èçìåíÿåò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ. Â ýòîì ñëó-
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÷àå ôóíêöèÿ ψ(x,t) = ϕ(x)e-i(E-U)t áóäåò ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ ñîìíîæèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ ñâÿçàí ñ ïîëîæåíèåì òî÷êè
â ïðîñòðàíñòâå è çàâèñèò òîëüêî îò x, à äðóãîé õàðàêòåðèçóåò èçìåíå-
íèå ñìåùåíèÿ, âûçâàííîå ðåàêöèåé ñèñòåìû íà ïðîèñõîäÿùåå èçìå-
íåíèå. Òîãäà èçìåíåíèå ôóíêöèè ψ , âûçâàííîå èçìåíåíèåì ïîëîæå-
íèÿ îáúåêòà âî âðåìåíè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

)Ø()()())((
Ø )()( UEiexUEiex

tt
tUEitUEi −−=−−=

∂
∂=

∂
∂ −−−− ϕϕ

èëè

0Ø)(
Ø =−+

∂
∂

UEi
t

.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ íà i, ïîëó÷èì:

0Ø)(
Ø =−−

∂
∂

UE
t

i .

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûðàæàåò óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñèñòåìû
âî âðåìåíè.

Ïîëàãàÿ, ÷òî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ïðèçíàêîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ñèñòåìû âî âðåìåíè, ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â òî÷êå x

Ø)(2Ø
Ø 2 UEC
t

i −+∇=
∂
∂

.

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïðèçíàêîâîì
ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì:

Ø
Ø

H
t

i =
∂
∂

,

ãäå )(22 UECH −+∇=  � îïåðàòîð.
Óðàâíåíèå òàêîãî âèäà èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

[6]. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ. Ïîëàãàÿ

)()(),(Ø tfxtx ϕ= ,
ïîëó÷èì
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)()()(
)(

tfxHx
t

tf
i ϕϕ =

∂
∂

.

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå x è t, è, îáîçíà÷àÿ êîíñòàíòó ðàçäåëå-
íèÿ w, áóäåì èìåòü

)(
)(

twf
t

tf
i =

∂
∂

.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f çàâèñèò òîëüêî îò t, èìååì:
iwtAetf −=)( ,

ãäå À � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ f(t) â îïåðàòîðíîå óðàâ-

íåíèå, ïîëó÷èì
)()( xwxH ϕϕ = .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñâåëîñü ê çàäà÷å îïðåäå-
ëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé )(xnψ  è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé w

n

îïåðàòîðà H. Ââåäåííûé â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð H ÿâëÿåòñÿ ñàìî-
ñîïðÿæåííûì, à ñëåäîâàòåëüíî, èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð äåéñò-
âèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé w

n
, à åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

)(xnψ  � îðòîãîíàëüíû. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì )(xnψ .
Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêè âåëè÷èíà 

2ψ  áóäåò ÷èñëåííî
ðàâíà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ ñèñòåìû â
ñîñòîÿíèè, õàðàêòåðèçóåìîì íàáîðîì ïðèçíàêîâ x. Ýòî ïîçâîëÿåò
ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà êëàñòåðíîãî àíàëèçà ñî
ñäåëàííûìè âûøå ïðåäïîëîæåíèÿìè.

Ìîäåëüíûå ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå âîçìîæíîñòè
ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòè ïðåäëàãà-
åìîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è, ðàññìîò-
ðèì â êà÷åñòâå ìîäåëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå â ïîëå ïîòåíöèàëà, íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè. Òàêàÿ
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ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâîäèò ê îäíîìåðíîìó ñòàöèîíàðíîìó óðàâ-
íåíèþ Øðåäèíãåðà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ôóíê-
öèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíê-
öèé, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò, à äðóãàÿ ïðåäñ-
òàâëÿåò ñîáîé îñöèëëèðóþùóþ ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò âåëè÷è-
íû ýíåðãèè Å.

Ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ âèäà
nCrxU =)(  ïðèâîäÿòñÿ â ëèòåðàòóðå. Õîðîøî èçâåñòíû ðåøåíèÿ è

íàçâàíèÿ ïîòåíöèàëîâ äëÿ çíà÷åíèé n, ðàâíûõ �2, �1, 0, 1, 2. Â
ýòèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèå êîòî-
ðîãî ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç èçâåñòíûå ýëåìåíòàðíûå è ñïå-
öèàëüíûå ôóíêöèè. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ýòèõ ðåøåíèé ïîêàçû-
âàåò, ÷òî â ñëó÷àå çàäàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà äâèæåíèå îáúåêòîâ
õîðîøî âîñïðîèçâîäèòñÿ òàêàÿ ñòðóêòóðíàÿ îñîáåííîñòü äàííûõ,
êàê íàëè÷èå îòäåëüíûõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé. Îäíàêî ñ òî÷êè
çðåíèÿ êëàññèôèêàöèîííîãî ïîäõîäà, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå
ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûìè, ïîñêîëüêó ïðè çàäàíèè
ïîòåíöèàëîâ òàêîé ôîðìû ïðîèñõîäèò ñîâìåùåíèå ìàêñèìóìîâ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì êëàññàì.
Ïðîáëåìà, íà íàø âçãëÿä, ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà ïóòåì ââåäåíèÿ
ïîòåíöèàëà, íå îáëàäàþùåãî ñèììåòðèåé, ò.å. çà ñ÷åò äåôîðìàöèè
ôîðìû ïîòåíöèàëà.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è ðàññìîòðèì
ïîâåäåíèå îáúåêòîâ, îïèñûâàåìîå ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðå-
äèíãåðà â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ýòîìó ñëó÷àþ
ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

ØØ2

2Ø EU
d

d =+−
Χ

ãäå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Ñ äëÿ óäîáñòâà èññëåäîâàíèÿ áóäåì ñ÷è-
òàòü ðàâíûì åäèíèöå.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñåòî÷íûõ
ôóíêöèé )(ØØ nn x= , ðàçáèâ èíòåðâàë [0, L], íà êîòîðîì îïðåäåëåí
ïîòåíöèàë U(x) íà N èíòåðâàëîâ òî÷êàìè x

n 
= n�∆, ãäå n = 1, 2, � N,
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∆ = L/N. Îáîçíà÷èì )( nn xUU = . Çàìåíÿÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì [7], áóäåì èìåòü

[ ] nnnnnn EU ØØØØ2Ø 11
1
2 =++− +−∆ .

Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 0ØØ 0 == N , ïîëó÷èì ñèñòåìó
îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ìàòðè÷íîì âèäå

ØØ EG = ,
ãäå





































+−

−+−

−+−

−+−

−+

=

−

N

N

U

U

U

U

U

22

2122

2322

2222

212

Ä

2
Ä

1
0...000

Ä

1
Ä

2
Ä

1
...000

0..................

....................

0...0
Ä

1
Ä

2
Ä

1
0

0...00
Ä

1
Ä

2
Ä

1

0...000
Ä

1
Ä

2

G

( )T

NN ψψψψ ,...,,,Ø 121 −=
Ïîëó÷åííàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà N ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áó-

äåò èìåòü íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ E
n

(n = 1, �, N), ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû G.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè îáúåêòîâ â îäíîìåðíîì
ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ çàäàííûì ïîòåíöèàëîì U(x) ñâåëàñü ê
çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ { }n

En ØØ =  ìàòðèöû G.
Íà ïðèâåäåííîì íèæå ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-

ëåííûõ ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ äëÿ ïîòåíöèàëà áåñêîíå÷íî ãëó-
áîêîé ÿìû ñ ðåëüåôîì äíà, çàäàâàåìûì ôóíêöèåé U(x). Íà ýòîì
ðèñóíêå èçîáðàæåíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ïåðâûõ ÷åòû-
ðåõ êëàññîâ, ò.å. çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé

.
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( ) ( ) ( ) ( ) 24232221 )Ø(,)Ø(,)Ø(,)Ø( . Äëÿ ñðàâíåíèÿ çäåñü æå ïðèâåäåíà
ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà U

n
. Âñå ãðàôèêè ôóíêöèé ( ) 2)Ø( n

ðàñïîëàãàþòñÿ íà óðîâíå ïîòåíöèàëà, çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíÿ-
åòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E

n
. Îòëè÷èòåëü-

íîé îñîáåííîñòüþ ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ óíèìîäàëüíîñòü ïîëó÷åí-
íûõ ðåøåíèé, à òàêæå äîâîëüíî õîðîøåå ðàçëè÷åíèå ìàêñèìóìîâ
âñåõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå
ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü íåêîòîðîå ïðåäñ-
òàâëåíèå î âëèÿíèè ôîðìû ïîòåíöèàëà íà ðàñïîëîæåíèå ìîä ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèé.

Ðèñ. 1. Êâàäðàòû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé

ÿìû ñ íåñèììåòðè÷íûì ðåëüåôîì äíà

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1

0.5

0

0.5
0.439

1−
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1〈 〉( )

n

Ψ2
2〈 〉( )

n

Ψ2
3〈 〉( )

n

Ψ2
4〈 〉( )

n

V1n
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U
n
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Ðèñ. 2. Êâàäðàòû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé

ÿìû ñ ðåëüåôîì äíà U = U(x)

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîñòðîå-
íèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ â îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëü-
íîé ÿìå êîíå÷íîé ãëóáèíû. Ïîòåíöèàë â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì








≥
≤≤

≤
=

(III)          åñëè         ,0

  (II)    x0 åñëè   ),(

(I)         0  åñëè         ,0

Lx

LxU

x

U

Òàêàÿ ÿìà ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëüþ ïîòåíöèàëà ñ êîíå÷íûì
ðàäèóñîì äåéñòâèÿ, íå îêàçûâàþùèì âëèÿíèå íà îáúåêòû çà ïðå-
äåëàìè ýòîãî ðàäèóñà.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

.82

1−

Ψ2
1〈 〉( )

n

Ψ2
2〈 〉( )

n

Ψ2
3〈 〉( )

n

Ψ2
4〈 〉( )

n

Un
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Ôóíêöèÿ Ø â ýòîì ñëó÷àå äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíî-
ìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

, 0ØØ
2

2

2

=+ k
dx

d

ãäå  )( UEk −= .
Íà ôóíêöèþ Ø, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, íà-

êëàäûâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîé äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè. Êðîìå ýòîãî, îíà äîëæíà áûòü îäíîçíà÷íîé è
êîíå÷íîé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè òðåáîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó,
÷òî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ïðè ëþáûõ, à òîëüêî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà E.
Òàêèå çíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è.

Âèä ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ âåëè÷èí E è U. Â ñëó÷àå,
êîãäà E < U, ðåøåíèå áóäåò íîñèòü ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð, è
èç äâóõ ýêñïîíåíò âûáèðàåòñÿ òà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà-
÷åíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà E > U, âåëè÷èíà k áóäåò
ìíèìîé, è ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå áóäåò èìåòü êîëåáàòåëüíûé
õàðàêòåð, ò.å. áóäåò ïðåäñòàâëÿòü íåêîòîðûé âîëíîâîé ïðîöåññ.

Èñõîäÿ èç ýòèõ òðåáîâàíèé è íàêëàäûâàåìûõ íà ôóíêöèþ Ø
îãðàíè÷åíèé, ðåøåíèå â îáëàñòÿõ (I) è (III) èùåòñÿ â âèäå

kxex 0Ø)(Ø = . Â îáëàñòè (II) äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä. Äëÿ ýòîãî
óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé










=

=

Ø,

Ø

2k
dx

dp
dx

d
p

êîòîðûå çàòåì â ñâîþ î÷åðåäü çàìåíÿþòñÿ ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà



À.Ã. Áóõîâåö

96





+=
+=

+

+

Ä.ØØ

ÄØ

1

2
1

iii

iii

p

kpð

Ðåøåíèå â îáëàñòè (II) íà÷èíàëîñü ñ ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ,
ïîëó÷åííîãî â îáëàñòè (I), è ñòðîèëîñü ïîñðåäñòâîì ðàçíîñòíîé
ñõåìû. Çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå íà ãðàíèöå îáëàñòè, ñðàâíèâàëîñü ñ
ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì â îáëàñòè (III). Âåëè÷èíà ïàðàìåòðà Å ïîä-
áèðàëàñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè
ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè Ø è åå ïðîèçâîäíîé íå ïðåâûøàëà
çàäàííîé òî÷íîñòè å.

Íà ðèñ. 3 è 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ,
âûïîëíåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííûì ïîäõîäîì.

Ðèñ. 3. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòåé ïåðâûõ äâóõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà

U(x) = �5/(1+x2)
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Ïðèìåð ñîäåðæàòåëüíîé èíòåðïðåòàöèè
êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è

Â ðàìêàõ ñôîðìóëèðîâàííîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàñåëåíèÿ Ðîññèè ïî âåëè÷èíå
ñðåäíåäóøåâîãî äîõîäà â ñåíòÿáðå-îêòÿáðå 1996 ã., ïðåäëîæåí-
íóþ â [8]. Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííûì ðåçóëüòàòàì âñå íàñåëåíèå
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè áûëî ðàçäåëåíî íà 5 îòëè÷àþùèõñÿ äðóã
îò äðóãà ïî ñîöèàëüíîìó ïîëîæåíèþ è óðîâíþ äîõîäîâ êëàññîâ
èëè, èñïîëüçóÿ òåðìèíîëîãèþ [8, ñ. 77], ñòðàò. Ðåçóëüòàòû, â ÷àñòè
èíòåðåñóþùåé íàñ, âîñïðîèçâåäåíû â òàáë. 1. Ãðàôè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [8] âîñïðîèçâåäåíî íà ðèñ. 5.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëàãàåìîé íàìè ìîäåëüþ êàæäûé èíäèâèä
(ôèçè÷åñêîå ëèöî � ñ òî÷êè çðåíèÿ íàëîãîâûõ îðãàíîâ) áóäåò ïðåä-
ñòàâëåí îáúåêòîì â îäíîìåðíîì ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êà-
÷åñòâå êîîðäèíàòû êîòîðîãî âûñòóïàåò äîõîä ýòîãî èíäèâèäóóìà.

Ðèñ. 4. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòåé âòîðîãî è òðåòüåãî
óðîâíåé äëÿ ïîòåíöèàëà âèäà U(x) = �(8e-x+2)
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1 Ôðàãìåíò òàáë. 1 èç [8, ñ. 80].

Òàáëèöà 1
ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÑÒÐÀÒ

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÕ ÑÅÌÅÉ ÏÎ
ÑÐÅÄÍÅÄÓØÅÂÎÌÓ ÌÅÑß×ÍÎÌÓ ÄÎÕÎÄÓ1

¹ êëàññà

(ñòðàòû)

Óäåëüíûé âåñ

äîõîäíîé

ãðóïïû

Ñðåäíåå çíà÷åíèå

ñðåäíåäóøåâîãî

ìåñ. äîõîäà

(òûñ. ðóá.)

1 0,3900 350
2 0,4000 700
3 0,1700 1640
4 0,0397 12000
5 0,0003 120000

Ñóììà 1,0000 –

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäûé èíäèâèä îáëàäàåò íåêîòîðîé
ýíåðãèåé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò åìó èìåòü òó èëè èíóþ âåëè÷èíó
äîõîäà. Âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü äîõîä îïðåäåëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, åãî âíóòðåííåé ýíåðãèåé (îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó Å), à ñ
äðóãîé � ñäåðæèâàåòñÿ ïðîâîäèìîé ôèñêàëüíîé ïîëèòèêîé, êîòî-
ðàÿ â íàøåé ìîäåëè áóäåò âûïîëíÿòü ôóíêöèþ ïîòåíöèàëà U(x).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî îáëîæåíèå â ðàññìàòðèâàåìûé
ïåðèîä ïðîâîäèëîñü ïî ñëåäóþùåé øêàëå:

äî 12000000 ðóá. 12%;
îò 12000001 äî 24000000 ðóá. 20%;
îò 24000001 äî 36000000 ðóá. 25%;
îò 36000001 äî 48000000 ðóá. 30%;
ñâûøå 48000001ðóá. 35%,

áóäåò î÷åâèäíî, ÷òî U=U(x). Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ýòîé ñõå-
ìû ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 6 ñïëîøíîé ëèíèåé. Ïî îñè àáñöèññ îò-
ëîæåíà âåëè÷èíà ñðåäíåìåñÿ÷íîãî äîõîäà â ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå, à ïî îñè îðäèíàò � âåëè÷èíà íàëîãà â ïðîöåíòàõ.
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Ðèñ. 5. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ è ñìåñè
ðàñïðåäåëåíèé ïî âåëè÷èíå ëîãàðèôìà ñðåäíåäóøåâîãî

ñåìåéíîãî äîõîäà (âîñïðîèçâåäåíî ïî [8, ñ. 81]

Ìû ïðèìåì ìîäåëü áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ÿìû, ïîñêîëüêó, ñ
îäíîé ñòîðîíû, âåëè÷èíà äîõîäà íå ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëü-
íûõ çíà÷åíèé, à ñ äðóãîé, � âåëè÷èíà U(x) ïîðÿäêà 820 104 ⋅≈e
ìèíèìàëüíûõ ìåñÿ÷íûõ îïëàò òðóäà (ÌÌÎÒ). Òàêîé äîõîä, ñî-
ãëàñíî îôèöèàëüíûì äàííûì Ãîñêîìñòàòà ÐÔ (ñì. [9, ñ. 176]),
ñîïîñòàâèì ñ îáùèìè äåíåæíûìè äîõîäàìè íàñåëåíèÿ ñòðàíû â
ñåíòÿáðå 1996 ã., ñîñòàâèâøèìè 116 òðë. ðóá., è âðÿä ëè ìîã áûòü
ïîëó÷åí â êà÷åñòâå äîõîäà ôèçè÷åñêèì ëèöîì. Ïîýòîìó äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáåðåì ñåòêó ñ ÷èñëîì óçëîâ, ðàâíûì 20.

Â êà÷åñòâå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé îäíîðîäíîñòü ïðè-
çíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âûñòóïàåò âåëè÷èíà ÌÌÎÒ. Òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè
ðàññìîòðåíèè ýòîé ìîäåëè, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñâÿçàíû ñ òîé
ñòåïåíüþ íåîïðåäåëåííîñòè äàííûõ, êîòîðàÿ ïðèñóùà ýêîíîìè-
÷åñêèì ïðîöåññàì ïåðåõîäíîãî ïåðèîäà. Òàê, â ýòîò ïåðèîä íå-
ñêîëüêî ðàç ìåíÿëñÿ ðàçìåð ìèíèìàëüíîé çàðàáîòàííîé ïëàòû.
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Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ ýòà âåëè÷èíà, òî÷íåå � ëîãàðèôì ýòîé âåëè÷è-
íû, áûë ïðèíÿò ðàâíûì 75900 ðóá.

Ðèñ. 6. Ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþùèé íîðìàòèâíûì àêòàì, �
ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, ïîòåíöèàë, ïðåäïîëàãàåìûé â ìîäåëè, �

ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ

Ïåðâîíà÷àëüíûé ðàñ÷åò ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ êëàññîâ,
âûïîëíåííûé â ðàñ÷åòå íà òî, ÷òî ïîòåíöèàë èìååò ôîðìó, ïîêà-
çàííóþ íà ðèñ. 6, íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå, äàæå áëèçêîå
ê ðàñïðåäåëåíèþ ðèñ. 5. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåàëüíîñòè
èìåëà ìåñòî ñèòóàöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 6 ïóíêòèðíîé ëè-
íèåé, ò.å. ðåàëüíûé ïîòåíöèàë, à ñ íèì è âñÿ ñõåìà íàëîãîîáëîæå-
íèÿ íîñèëà íåñêîëüêî äðóãîé õàðàêòåð.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëàãàåìîé ñõåìå, ðåàëüíîå íàëîãîîáëîæåíèå
ñîîòâåòñòâîâàëî íîðìàòèâíûì àêòàì òîëüêî â îáëàñòÿõ ìàëûõ è ñðåä-
íèõ äîõîäîâ � ïðèìåðíî äî 1100 òûñ. ðóá., à ïðè áîëåå âûñîêèõ äî-
õîäàõ ïðîèñõîäèëî èõ ñîêðûòèå (óêðûâàíèå). Ïðè÷åì, ÷åì âûøå áûëè
äîõîäû, òåì ìåíüøàÿ èõ ÷àñòü øëà íà âûïëàòó íàëîãîâ. Òàê, íàïðè-
ìåð, ïðè äîõîäå 442413 òûñ. ðóá. (e13) âåëè÷èíà óïëà÷åííîãî íàëîãà
ñîñòàâèëà ïðèìåðíî 88428 òûñ. ðóá., à ïðè äîõîäå 65659969 òûñ.
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ðóá. (e18) � ïðèìåðíî 3282998 òûñ. ðóá. Õîòÿ â ïåðâîì ñëó÷àå ñëå-
äîâàëî óïëàòèòü 154844, à âî âòîðîì � 22980989 òûñ. ðóá.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà ñ âûáðàííûì ïîòåíöèàëîì äëÿ îäíîðîäíûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 7. Êâàäðàòû ïåðâûõ ïÿòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé óðàâíåíèÿ.
Ïóíêòèð � ÷àñòü ïîòåíöèàëà U(x)

Àíàëèç êâàäðàòîâ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïåðâûõ ïÿòè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî êëàññû
óïîðÿäî÷åíû ïî âåëè÷èíå ýíåðãèè îáúåêòîâ, âõîäÿùèõ â íèõ, òî
âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ñ ïîäáîðîì âåñîâ äëÿ ôóíê-
öèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âñåé ñîâîêóïíîñ-
òè. Åñëè æå îòêàçàòüñÿ îò òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è ñ÷èòàòü, ÷òî
êëàññû ðàíæèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 3; 2; 4; 5; 1, òî óäàåòñÿ
äîñòèãíóòü äîâîëüíî õîðîøåãî ñîâïàäåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå. Ýòî ìîæíî óâèäåòü íà ðèñ. 8.
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Ðèñ. 8. Ðåçóëüòàòû íàøåãî ðàñ÷åòà � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ,
ðåçóëüòàòû ñòàòüè [8] � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ

Àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû Å, îòìåòèì, ÷òî
ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîé ìîäåëè, íàèìåíüøåé ýíåðãèåé (óñèëèÿ-
ìè), çàòðà÷åííîé íà ïîëó÷åíèå ñðåäíåäóøåâîãî äîõîäà, îáëàäà-
þò ïðåäñòàâèòåëè êëàññà ¹ 3 � ðÿäîâûå ðàáîòíèêè ãîñàïïàðàòà è
ôèðì è êëàññà ¹ 2 � ðàáîòíèêè áþäæåòíîé ñôåðû è ñâîáîäíûõ
ïðîôåññèé. Ïî-âèäèìîìó, â ñèëó õîðîøèõ «ñòàðòîâûõ» ïîçèöèé,
ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîå ïîëîæåíèå ýòèõ êëàññîâ ãàðàíòèðóåò
èì ïîëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äîõîäîâ. À âîò ïðåäñòàâèòåëÿì
êëàññîâ ¹ 4 � âëàäåëüöàì, îñíîâíûì àêöèîíåðàì è êëþ÷åâûì
ñîòðóäíèêàì îòíîñèòåëüíî ïðåóñïåâàþùèõ îòðàñëåé ýêîíîìèêè
è ¹ 5 � âûñøèì ñëîÿì ãîñáþðîêðàòè÷åñêîé è ìàôèîçíîé ýëèò
ïðèõîäèòñÿ ðàñõîäîâàòü áîëåå çíà÷èòåëüíóþ âåëè÷èíó ýíåðãèè
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñâîèõ äîõîäîâ. È ãîðàçäî áîëåå íàïðÿæåííîé (ñî-
âñåì) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè êëàññàìè
ñèòóàöèÿ â êëàññå ¹ 1, êîòîðûé ñîñòàâëÿþò áåçðàáîòíûå äîïåí-
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ñèîííîãî âîçðàñòà, íåðàáîòàþùèå ïåíñèîíåðû, íèçêîîïëà÷èâàå-
ìûå íàåìíûå ðàáîòíèêè.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäèêó ðàáîòû [8],
ìîæíî îöåíèòü ñóììàðíóþ âåëè÷èíó íåîáúÿâëåííûõ (ñêðûòûõ)
äîõîäîâ. Ñîãëàñíî íàøåé ìîäåëè, ýòà âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò 82,5%
ïðîòèâ 54%, óêàçàííûõ â ðàáîòå [8]. Âîçìîæíî, ðàñõîæäåíèå âûç-
âàíî íåòî÷íîñòÿìè â îöåíêàõ è â óòî÷íåíèè íóæäàþòñÿ çíà÷åíèÿ
÷èñëåííîñòåé äîõîäíûõ ãðóïï è âåëè÷èíà ìèíèìàëüíîé ìåñÿ÷-
íîé îïëàòû òðóäà. Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîãî
ïîäõîäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,
îöåíèòü âåëè÷èíû ñêðûòûõ äîõîäîâ â îòäåëüíîñòè ïî êàæäîìó
èç êëàññîâ.

***
Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè êàê çàäà÷à èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ìíîãî-

ìåðíûõ äàííûõ â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðèâîäèò ê íåîáõî-
äèìîñòè îáúÿñíåíèÿ ìåõàíèçìà ôîðìèðîâàíèÿ ýòîé ñòðóêòóðû,
ò.å. îáúÿñíåíèÿ íàëè÷èÿ êëàññîâ â ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ, èõ âçà-
èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ è ÷èñëåííîñòè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èíòåð-
ïðåòàöèÿ ýòèõ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
çà ñ÷åò äîâîëüíî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé:

1. Âñå îáúåêòû ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè îáëàäàþò íå-
êîòîðîé ñïîñîáíîñòüþ ê èçìåíåíèþ ñâîåãî ïîëîæåíèÿ â ñèñòåìå.

2. Ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, â íåì
îïðåäåëåí íåêîòîðûé ïîòåíöèàë U = U(x), êîòîðûé ñäåðæèâàåò
ïðîèçâîëüíî áîëüøèå îòêëîíåíèÿ îáúåêòîâ ñèñòåìû è ôîðìèðóåò
ñòðóêòóðó ñèñòåìû îáúåêòîâ.

Âûïîëíåíèå ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ëîãè÷åñêè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ñèñòåìû â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå ìî-
æåò áûòü îïèñàíî óðàâíåíèåì òèïà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Èíòåãðè-
ðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðè íàêëàäûâàåìûõ íà ôóíêöèþ Ø åñòåñò-
âåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ êîíå÷íîñòè è íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè, ïîçâîëÿåò ïåðåâåñòè ñâÿçè èç êèíåìàòè÷åñêèõ â ñòàòèñòè÷åñêèå è
îáúÿñíèòü íàëè÷èå óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé â ñèñòåìå îáúåêòîâ. Ýòè
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ñîñòîÿíèÿ, î÷åâèäíî, ìîãóò áûòü ñîîòíåñåíû ñ ýìïèðè÷åñêèìè êëàñ-
ñàìè, âûäåëÿåìûìè àëãîðèòìàìè êëàñòåðíîãî àíàëèçà.

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷å [10] îò-
êðûâàåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè
êëàññèôèêàöèè. Òàê, ñëîæíûå ñèñòåìû, ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì
ïðåäñòàâëåíèÿì, õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ãëîáàëüíî äåòåðìè-
íèðîâàíû è â òî æå âðåìÿ ëîêàëüíî ñëó÷àéíû. Èìåííî òàêîé õàðàê-
òåð íîñèò ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü � íàëè÷èå êëàññîâ, èõ èíòåíñèâíîñ-
òè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå êàê ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà, ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè, à ðàñïðåäåëåíèå
îáúåêòîâ â êëàññàõ íîñèò ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Íàáëþäàåìàÿ
ñòðóêòóðà ìíîãîìåðíûõ äàííûõ ñëóæèò ïðîÿâëåíèåì ñî÷åòàíèÿ
ñëó÷àéíûõ è äåòåðìèíèðîâàííûõ çàêîíîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû.

Îáùåå ðåøåíèå ââåäåííîãî â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà

,ØØ n
n

nC∑=

è, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé çàäà÷è, ìîæíî âèäåòü, ÷òî

.)ØØ,( 2∑=′
n

nC

Ýòî ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü êîýôôèöèåíòû 2
nC  êàê èí-

òåíñèâíîñòè êëàññîâ, ò.å. âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå èõ ÷èñ-
ëåííîñòè. Òðåáîâàíèå êîíå÷íîñòè ôóíêöèè Ø ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ, äîëæåí áûòü ñõîäÿùèìñÿ, è
ñëåäîâàòåëüíî, 02 →nC . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî
ðÿäà â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû ïîðÿäêî-
âûì íîìåðàì êëàññîâ, ò.å.

,2

pn n

B
C =

ãäå B, p � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà, ÷ëåíû
êîòîðîãî çàäàþòñÿ òàêèì ñîîòíîøåíèåì, î÷åâèäíî, äîëæíî âû-
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ïîëíÿòüñÿ òðåáîâàíèå p > 1, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ðàíãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëåííîñòè êëàññîâ äîëæíî íîñèòü
ãèïåðáîëè÷åñêèé õàðàêòåð. Âûïîëíåíèå ýòî ñîîòíîøåíèÿ íà ýì-
ïèðè÷åñêèõ äàííûõ, êàê ïîêàçàíî â [11], ìîæåò ñëóæèòü íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì ñèñòåìíîñòè èçó÷àåìîé ñîâîêóïíîñòè ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
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